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Resumik. En generalisant la methode de substitution due ii Pan et amelioree par Winograd et 
Strassen ous montrons que le nombre de multiplications/divisions kessaires au cancel de c 
fractions rationelks d’une variable etit minor6 par Cr, = 1 (mk + nk + 1) ou mk et nk sont ies degres 
des nominateurs et denominateurs. 
Nous utiliserons les notations de Winograd [l]. 
Definition 1. Soit G un sous corps du corps F et c un entier, soit E un sous-espace 
vectoriel de F’, on appelle E-rang d’un ensemble de vecteurs de F’ le rang des 
images de ces vecteurs dans l’espace quotient F’/E oti F’ et E sont consid&& 
comme espaces vectoriels SW G. 
Definition 2. Une m/d (multiplication ou division) est inactive si c’est une multi- 
plication ou une division par un Clkment de G (sous corps de F) ou une opkration 
entre deux 616ments de F. Soit 
un representant d’une fraction rationnelle de F(xI, x2, . . . , x,) oti x = (XI, x2, l l l x,) 
reprhente n indkterminbes, qui est quotient de deux formes affines, on associe 5 R 
une matrice 2 X n : 
M,=[;;;;:;I]. 
A chaque fraction correspon d urre infinite de telles marices obtenues B partir de I’& 
par multiplication des deux lignes par le r&me element non nul de F: deux telles 
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representations ont dites F-equivalentes. Un tel representant est rgductible si il 
n’appartient pas a F mais est le quotient de deux formes proportionnelles; si bien que 
les constantes ont irreductibles ainsi que le quotient de deux formes premieres entre 
elles dans F(xl, x2, . . . 9 x,). Soit 3 le sous espace vectoriel de F*’ form& des vecteurs 
V tels que les composantes d’indice impair soient dans G (sous corps de F) et celles 
d’indice pair soient nulles; et soit 92 = {Rk} un ensemble de t quotients irrdductibles 
de la forme 
On considere la matrice 
. . v 
. . . 
. . . 
. . . 
DCfinition 3. Le rang u(9) de 92 est le minimum des Wrangs des colonnes des 
matrices iquivalentes a MB, oti la relation d’equivalence st obtenue par extension 
naturelle de la precedente sur chaque MR,. Une matrice est minimale si elle 
correspond k ce minimum. 
ThiSotime 1. Soit 9 une telle famille de quotients ikductibles de formes afines, u(a) 
m/d actives sont ne’cessaires ci l’evaluation simultane’e de cette famille si G est infini. 
Demonstration. Par rkurrence sur le nombre 8 d’opkrations comptees. 
Cas 8 = 0. Supposons u(B) 3 1. Soit Ma une matrice minimale, il existe une 
colonne de Ma qui n’appartient pas 5 YX On peut toujours supposer que soit 411 n‘est 
pas dans G, soit @I1 n’est pas nul. 
Supposons qu’aucune m/d active ne soit nkcessaire pour Cvaluer Rr, on aurait 
( 
n 
x4 lixi + Cpl 
i 
) =(IZ #lJi+#l) * (i hix,+rl) 
i i 
avec &Ii, @Ii, cp1, $1, q dans F et hi dans G, 
(a) ou bien pour tout i E $1 i = 0 et RI esi equivalent A (xi’ hixi + q) ce qui entraine 
&~EG et r,!Ill=O. 
(b) ou bien pour tout i, hi = 0 et RI serait reductible. 
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Supposons la propried vraie pour toutes le,~ f amilles 9 requerant 6 m/d actives au 
plus, soit SiE une famille de quotients irreductibles requerant 6 + 1 m/d et soit lMB 
une matrice minimare. 
Soit at un algorithme evaluant 9 et considerons la premiere m/d active de ar :
(tBixi+Q) *($h$i+,>. (1) 
Comme le fait Winograd [l] nous pouvons toujours supposer que h, = 1 car un hi au 
moins est non nul si des opCrations activcs sont necessaires dans CL Faisons dans a! la 
substitution qui remplace xn par g - # - Cy-’ hixi oii g E G, on obtient ainsi une suite 
at’. Montrons qu’il existe g dans G tel que cy’ a un sens et calcule une famille 9’ de 
fractions irrbductibles en les ind6te:rminees x1, x2, . . . , xn-l telle que u (3’) 2 
u(B)- 1 et cy’ compte une m/d active de moins soit 8 operations comptees au plus. 
En effet, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs de g E G telles que la substitution en 
question annulle les denominateurs des fractions de l’algorithme; de plus soit 
S’={Rl)k=l,..., t la famille obtenue apres substitution: 
n-l 
C (@Iti - k#kn h + +kng - &kn@ + Qk 
. . I 
1, (#ki - Wkn hi + #kng - #kn@ + #k 
1 
et supposons que R ; est reductible pour un nombre infini de valeurs de g, c’est-&dire 
qu ;1 existerait p(g) dans F tel que 
4ki - Wkn = p (g)($ki - hid’kn) i=l,2**9-1. 
Si pour chaque i les deux membres ont nuls, la fraction R k est irreductible car c’est 
une constante de F. Si pour un indice i, les deux membres ont diff erents de 0, ip (g) est 
constant. Mais comme on doit avoir aussi: 4kng - && + (Pk = p(#kng - +k& + +k) 
par un nombre infini de g cela entraine 4kn = p&n et 4ki = p#ki Vi done Rk serait 
rdductible, contrairement B l’hypothese. 
Soit 
et supposons qu’il existe A&# equivalente B A4& et telle que le %-rang de 
M&n soit strictemerlt inferieur & u(9)- 1, alors en adjoignant la colonne 
‘[A l&Ins hl#ln, l l l 9 hdm, A&J B A&, oti les hi sont des elements de F appropries, 
on obtient une matrice telle que strictement moins de ~(3) colonnes soient 
2.58 J. Morgenstern 
Sindependantes, mais cette matrice est equivalente g Ma (en notre sens) qui est 
supposee minimale et telle que u(g) = %-rang@&). 
En consequence u(.%‘) 2 u (3) - 1 et comme 8 3 ~(9’) 3 u (3) - 1 on a bien 
8 + 1~ u(B), ce qu’il fallait demontrer. 
Corollaire’. L’extension triviale aux numej’ateurs et aux dejlominateurs de la r4gle de 
Hiirner est optimale pour l’kvaluation sans pre’conditionnement d’uhe famille de 
fractions rationnelles d’une variable. 
En effet soient {&}t fractions rationnelles: 
0 
Rk = ;k-* 
1 b,& ’ 
0 
ici les coefficients *a&i et bki sont consider& comme des indCtermin6es et on pose 
F = G(X). 
Une matrice correspondante st donnee par: 
M= 
‘A - 1 h1X- 41X”’ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 
0 . . . . . . . . . . 0 Al A1X-41X”’ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . ...“..... 0 A2 A2X-A2Xrn* 0 . . ..o 
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . . . . . . 0 A2-...O 
. . . . . 
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A& . 
avec & E G(X). 
Les lignes d’indices pairs sont lineairement independentes sur G et pour chaque 
ligne d’indice impair, il y a au plus une combinaison Maire hk(zp CM&‘) appar- 
tenant a G et hk E G(x) en effet toute autre relation Ak(zgm” &Xi) E G impliquerait 
A&r” (aig2-w pigl))X’ = 0 c’est-a-dire qu’il existerait gl et g2 dans G tels que 
Vi ai = (gl/gz)pi par consequent les deux relations seraient dependantes. Ainsi le 
G-rang de chaque ligne impaire est rnk et le %-rang de B est 1: = 1 (mk + nk + l), qui 
est le nombre annonce. 
On savait par [23 que la regle de Hiirner est optimale pour les additions. 
’ Ce corollaire a CtC dCmontr& par Hartmann et Schuster, au seminaire de Strassen par sa methode de 
substitution. 
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